4 Trabajo y energia. lzquierdo E.

Unidad 4

Cinética.
Metodo del trabajo y la energia.

4.0 Introduccion.

En el capitulo anterior estudiamos el movimiento de los cuerpos analizandolo mediante la
segunda ley de Newton, en cuya formulacion interviene el concepto cinematico de
aceleracion, por lo cual, cuando se desea conocer la velocidad o la posicién de un cuerpo
es necesario primero determinar la aceleracion. Esto puede complicar un poco la solucion
de los problemas cuando las fuerzas son variables, pues obliga a integraciones que no
siempre resultan sencillas, ya sea por la operacion en si o porque se desconoce la funcién
a integrar.

Sin embargo, existen otros dos métodos alternativos: El método del trabajo y la energia
y el método del impulso y la cantidad de movimiento. En esta unidad nos ocuparemos
del primero, el cual relaciona los conceptos de fuerza, desplazamiento, masa y
velocidad, por lo que resulta particularmente practico para resolver problemas que
involucran fuerzas que dependen del desplazamiento, tales como las fuerzas elasticas
gue para el ingeniero civil revisten particular importancia pues no solo se presentan en
resortes sino en vigas, cables, columnas y en general en cualquier elemento estructural,
por lo que los conceptos aqui tratados son la base de los métodos de andlisis de edificios,
puentes y demas estructuras.

Como habiamos mencionado al estudiar la tercera ley, las interacciones entre los cuerpos
se pueden explicar mediante el concepto de fuerza o mediante otros. Aqui las
interacciones las explicaremos mediante los conceptos de trabajo y energia, y
estudiaremos su intercambio y su transformacion.

4.1 El método del trabajo y la energia.
El método del trabajo y la energia en esencia no es mas que una forma integrada de la
segunda ley de Newton aplicada en direccion tangencial. Solo se utiliza la componente

tangencial de F, ya que como demostraremos mas adelante, las fuerzas normales no
realizan trabajo.
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4 Trabajo y energia. lzquierdo E.

Para encontrar la ecuacién del principio del trabajo y la energia sustituyamos la expresion

aT:v% en Y Fr =mary
Obtenemos Y Fr = mv%
O bien Y. Frds = mvdv

Integrando desde la posicidn s; en la cual la rapidez del cuerpo es vi, hasta la posicidn s;
en donde la rapidez del cuerpo es v, obtenemos:

D f:lz Frds = f‘;/lz mvdv

La primera integral solo se puede resolver cuando se conozcan cada una de las fuerzas
tangenciales Fr en funcién de la posicion; es decir, hasta que no se conozcan todas las
Fr = Fr(s) que participan en la sumatoria.

La segunda integral si se puede realizar considerando a la masa como constante:
52 _ ‘UZ V2
Zf51 FTdS—m?l Vi
S2 _ 1 2 1 2
Y[ Frds= ~mvi —-mvj (4.1)

El primer término de esta ecuacion representa la suma de los trabajos hechos por todas
las fuerzas que estan actuando sobre el cuerpo a lo largo del recorrido que empieza en s;

. L 1 2 1 2
y termina en s;. En el segundo término, los sumandos Smvi y cmv; representan la

energia cinética del cuerpo al inicio y al final del proceso en el que se realiza trabajo y
cuyo resultado es, precisamente, el cambio de la energia cinética del cuerpo. Esta
ecuacion es la que se conoce como principio del trabajo y la energia y también puede
escribirse de manera resumida como:

22Uy =Ec; —E¢y (4-1’)
ZUl—Z = AEC

La suma de los trabajos = Cambio de energia cinética

A continuacion profundizaremos en cada uno de los términos aqui esbozados, para
posteriormente, retomar la ecuacién 4.1 y aplicarla a la solucién de problemas.

4.2 Concepto de trabajo.

En esta parte nos concentraremos en la parte del primer término que estd dentro de la
integral; es decir, en el producto Fr ds, que evidentemente es el trabajo diferencial de la
fuerza F cuando la particula realiza un desplazamiento ds, y se denota por dU .

Consideremos una particula moviéndose a lo largo de una trayectoria S bajo la accion de
una fuerza F cualquiera. F es una de las fuerzas que estan aplicadas al cuerpo, y no
necesariamente la Unica.
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Decimos que la fuerza F hace un trabajo infinitesimal dU cuando la particula se mueve un
desplazamiento ds y lo definimos como:

El trabajo infinitesimal dU es el producto de la magnitud de la componente de
la fuerza en direccion del movimiento, por la magnitud del desplazamiento.

Es decir: dU = Frds = (Fcos0)ds = | F | cos@ | ds | (4.2)
(Notese que los vectores estan escritos en negritas)

4 El trabajo infinitesimal dU es
/7 el producto de la magnitud de
la componente de la fuerza en
direccién del movimiento por
la magnitud del
desplazamiento.

dU = Frds = (F cos 8)ds

Trayectoria

i e - —
,'S ~~~~~ : dUu = |F| cos @ |ds|
PA
// N
/7
AL ds|
S/ N
NN / Drse{cmn tangente
|[Fr|=|Flcos® ~_ )/ ~
~ N
N/
Va

Donde 6 es el angulo entre los vectores F y ds medido en sentido positivo; es decir, en
sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj. Su valor puede variar de cero a 180
grados:
0° < 0 < 180°

Puesto que en la expresién anterior Unicamente intervienen las magnitudes de los
vectores F y ds; entonces, El trabajo es un escalar cuyo signo solo depende del
coseno de 6
Lo anterior se hace evidente escribiendo la ecuacion en la siguiente forma:

dU=|F||ds|cos©® = Fdscos®6 (4.3)
Que identificamos como el producto escalar o punto de los vectores F y ds

dU= Feds (4.4)

Y por ser conmutativo, también se puede expresar como:

El producto de la magnitud de la fuerza por la magnitud de la componente del
desplazamiento en direccion de la fuerza

dUu=|F|(|ds|cosB)=F(dscos@) (4.5)
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Trayectoria

El trabajo infinitesimal dU es el
producto de la magnitud de la
fuerza, por la magnitud de la
componente del

|dscos 6 |

N~ e desplazamiento en direccién de
= la fuerza.
ds W dU = |F|(|ds|cosb) = F(ds cos 6)
\\
Direccion tangente
\ﬂ

Por lo tanto tenemos dos formas de calcular el trabajo de una fuerza:
Primera: proyectando la fuerza en direccién del desplazamiento:
dU=Fds=(Fcos6)ds (4.2
Segunda: proyectando el desplazamiento en direccién de la fuerza:
dU=F (dscos@) (4.5)

De las ecuaciones anteriores se desprende que:

Si 0°=06<90° entonces cos8>0 y du>0
90° <B=180° entonces cos8<0 y du<0O
6 =90° entonces cos8=0 y du=0

En palabras: Si el a&ngulo formado entre los vectores fuerza y desplazamiento:

e Es agudo, entonces el coseno del angulo es positivo y el trabajo sera positivo.
e Si es Obtuso, entonces el coseno del angulo sera negativo y el trabajo sera

negativo.
e Si es Recto, entonces el coseno del angulo vale cero y el trabajo también vale

cero.

Dicho de otra manera: si uno de los

g . Fr Fr
vectores y la proyeccion del otro tienen el //' ds ‘//ds
mismo sentido, el trabajo es positivo, si

tienen sentidos contrarios el trabajo es du + du -
negativo.
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Ademas el trabajo vale cero en dos casos: cuando no hay fuerza en direccion del
movimiento (Fr = 0), o cuando no hay movimiento (ds = 0).

Las unidades de trabajo son unidades de fuerza por unidades de longitud. De acuerdo
con esto:
e En el sistema internacional ( SI') la unidad de trabajo se forma por una fuerza de
un newton que realiza trabajo durante un recorrido de un metro. Se le llama joule y
se abrevia J. Entonces: 1J=1N1m
e En el sistema MKS técnico, la unidad de trabajo es el kilogramo (fuerza)
multiplicado por el metro kg m o kg-m.
e En el inglés técnico la unidad de trabajo es la libra multiplicada por el pie Ib pie o
Ib-ft.

Aunque el trabajo tiene las mismas unidades que el momento o torque, no existe ninguna
relacibn entre ambos conceptos. El trabajo es el producto punto de la fuerza y el
desplazamiento, y por lo tanto es un escalar, mientras que el momento es el producto
cruz (o vectorial) de la fuerza por el brazo de palanca, y es un vector. Para evitar
confusiones en el sistema internacional se acordé medir el trabajo en joules y el momento
en metro por newton ( m-N).

4.3 El trabajo producido por distintos tipos de fuerzas.

Hemos visto como se define el trabajo diferencial du, ahora estudiaremos algunos de los
casos mas comunes del trabajo de una fuerza.

El trabajo producido por una fuerza variable F aplicada a una particula que se
mueve desde la posicién sl hasta la posicion s2 a lo largo de una trayectoria cualquiera,
lo denotamos por Ui (se lee: el trabajo U de 1 a 2) y se calcula integrando du

Uj_, = flz du = flz Frds = flz(F cos 8)ds (4.6)

Donde la componente tangencial de la fuerza debe establecerse como una funcion de la
posicion, lo que implica que tanto la magnitud de la fuerza como el angulo deberan
expresarse en funcién de la posicion, ya que en el caso mas general, ambos varian.

Focos 62
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Es importante notar que el sistema de referencia debe ser tal que s, > si, es decir, debe
considerarse positivo el sentido del desplazamiento. En caso contrario deberé agregarse
un signo negativo al trabajo a fin de corregirlo.

El trabajo de una fuerza se puede representar graficamente como el area bajo la grafica
de la fuerza Fr contra la posicion.

T Fe

F2

Fr

du

F1 U2 <

! S1 ds S2

El trabajo de una fuerza constante Fc cuando la particula se mueva a lo largo
de unatrayectoria recta.

FcosB ! s+
ds 2

AS

Uj_p, = flz du = fleT ds = fchosts =Fc050f12 ds = Fcos 0 (s, —s;) = FpAS
4.7

Obsérvese que el sistema de referencia ha sido escogido positivo en el sentido del
desplazamiento. En estas condiciones, cuando el angulo 6, formado por F y AS es
agudo, la componente Fr tiene el mismo sentido que AS vy el trabajo es positivo.

Si el angulo 6 es obtuso, la componente de la fuerza en direccién al desplazamiento
Fr =F cos 0 tiene sentido contrario al desplazamiento,

! Fc

1

|

1

| 0

l ; ) ] S+
1' Fcosb ds )
AS
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Y el trabajo serd negativo, aunque la ecuacion sea exactamente igual a la anterior, ya que
el coseno de un angulo mayor de 90° es negativo.

La representacion gréfica se simplifica siendo el trabajo de 1 a 2, Ui, el &rea de un
rectangulo de alto Fr y base AS.

Fr

Uiz FcosB = cte.

S1 S2

AS

El trabajo de un peso a lo largo de una trayectoria cualquiera nos suministra
un ejemplo en el que la fuerza es constante y la trayectoria curva. Consideremos un
cuerpo que se mueve hacia abajo desde 1 hasta 2, por esta razon debemos elegir un
sistema de referencia con sentido positivo hacia abajo como se muestra en la figura:

AY

W

Observamos que la fuerza es constante, pero debido a la curvatura de la trayectoria, el
desplazamiento tiene una orientacion variable, es decir el angulo 6 cambia en cada punto,
por ello es preferible encontrar la proyeccion del desplazamiento en direccion de la fuerza,
es decir encontrar dy = ds cos 8, entonces. El trabajo realizado por el peso es:

U, = flz du = ffW(ds cos @) = Wflz dy =W(y, —y;) = WAY
(4.8)

Dado que W y Ay tienen el mismo sentido, el trabajo es positivo.
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Consideremos ahora un cuerpo que se mueve hacia arriba a lo largo de una trayectoria
cualquiera y veamos que trabajo hace el peso del cuerpo cuando se mueve de 1 a 2. El
sistema de referencia adecuado a este caso es uno cuyo eje vertical considere positivo
hacia arriba. (El sentido del eje horizontal realmente no importa debido a que el peso no
hace trabajo en esa direccion por ser perpendicular a ella).

dscos6 = dy

Y2

i o w

El trabajo realizado por el peso es:

2 2 2
U= [ du=[W(dscos0) =W [ dy =W(y, —y,) = WAY
(4.8)

Observemos que el peso W vy el desplazamiento Ay tienen sentidos contrarios, por lo
cual el trabajo debe ser negativo.

Resumiendo:
El trabajo de un peso es igual al producto del peso por el desplazamiento

vertical Uy = WAy no depende de la trayectoria sino unicamente del cambio
de altura Ay. Es positivo si el cuerpo baja y negativo si el cuerpo sube.

El trabajo de una fuerza elastica.
Al tratar con fuerzas que dependen de la posicién o el desplazamiento, como son las
fuerzas elasticas, es donde se percibe el potencial del método del trabajo y la energia.
Pero antes de entrar a estudiar el trabajo de un resorte (que es el caso mas sencillo de
fuerza elastica) es conveniente recordar como es la

Fuerza de un resorte.
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La magnitud de la fuerza elastica de un

4 Trabajo y energia. lzquierdo E.

resorte Fe es directamente

proporcional a la deformacion X de dicho resorte y estd descrita por la
siguiente ecuacion conocida como la Ley de Hook.

Fe= KX

(4.9)

Donde X es la deformacién del resorte medida en unidades de longitud y K es una
constante para cada resorte llamada rigidez (algunos autores le llaman médulo de Young,
y otros le colocan un signo negativo; nosotros le asignaremos el signo de acuerdo con el

DCL y el sistema de referencia).

Ley de Hook:

“La magnitud de la fuerza eléstica es directamente proporcional a la deformacion”.

Observamos que la ecuacion de la Ley de
Hook tiene la forma y=mx, es decir, el de
una linea recta que pasa por el origen con
pendiente K.

En la figura se observa que el resorte con
mayor rigidez Ka alcanza la misma fuerza
que el de rigidez Kg con una menor
deformacion

mn —>

1
>
x

’@

Las unidades de la rigidez son unidades de fuerza por cada unidad de longitud

[K]=[Fe/X]

[ K]1=N/m en el sistema internacional.
[ K]=kg/ m en el sistema MKS técnico.
[ K]=Ib/ft en el sistema Inglés técnico.

Para que la deformacién del resorte pueda ser medida simplemente como X es necesario
escoger un sistema de referencia que tenga su origen en la longitud original Lo del resorte,
es decir en su tamafio no deformado como se muestra en la figura:

Resorte no deformado Fe=0
Lo = longitud no deformada

Lo

Resorte deformado

Origen del
sistema
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Deformacion del resorte . AL :
AL =X !
1

L ]

La fuerza elastica actia siempre en el sentido para que el resorte recupere su longitud
original; es decir en el sentido en que se disminuye la deformacién. Dicho de otra forma,
la fuerza de un resorte siempre se resiste a la deformacion del mismo. Por ello algunos
autores le agregan un signo negativo a la ec. 4.9. Nosotros preferimos determinar la
magnitud de la fuerza F = Kx y luego el signo del trabajo como se explica mas adelante.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores ya estamos en condiciones de
plantear el trabajo de una fuerza elastica de un resorte lineal.

Trabajo de la fuerza elastica de un resorte.
Consideremos un cuerpo sobre el que estd actuando un resorte y que se desplaza desde

una posicibn X:; que corresponde a una deformacion previa del resorte, hasta la
deformacion “final” X

O X1 X X2

AX

Por sencillez consideraremos el origen del sistema de referencia en la longitud original del
resorte. En estas condiciones el trabajo de la fuerza elastica es:

2 2 X2 X2
Up—p = [ dU = [[ Frdx = [, (Fgcos8)dx = [, (KX cos 8)dx

En este caso el angulo 6 es constante e igual a 180° puesto que Fe y dx tienen sentidos
contrarios; entonces el coseno de 6 vale — 1 y puede salir de la integral junto con la
rigidez K, entonces

X2 K
Up—p = —K [, XdX = —E(XZZ .6 (4. 10)

Vemos que el trabajo es negativo puesto que el resorte ya alargado, una deformacion X,
continla alargdndose y la fuerza del resorte obviamente se resiste a ello; es decir la
fuerza va en un sentido y el desplazamiento en sentido contrario. Si el cuerpo se moviera
en el sentido de Fe , es decir, en el que la deformacion disminuye, el trabajo seria positivo,
porque, en este caso, ambos vectores, F y X coinciden en sentido.

De manera similar, Si el resorte estd comprimido y el cuerpo se mueve en el sentido de

continuar deformando (comprimiendo) méas al resorte, la fuerza elastica se opondra a ello
y el trabajo sera negativo.
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Lo |
|
Fe ds
—y
D A—
| —
X X2 X1 | (0]

Pero si estando comprimido el resorte, el cuerpo se mueve en el sentido de recuperar su
longitud original, (el mismo que la fuerza) entonces el trabajo sera positivo.

Ejercicio: Realiza dos dibujos para ilustrar los dos casos en que el trabajo es positivo.
Una manera conveniente de representar el trabajo de un resorte es mediante la grafica de
Fe contra X, que es una recta con pendiente K que pasa por el origen, ya que la fuerza de

un resorte F = KX, tiene la forma de la ecuaciéon y = mx. En donde el &rea bajo la recta
limitada por X1 y X; representa el trabajo realizado por la fuerza elastica, en ese rango.

N
Fe Fe =KX /

Fe2 = KXz
Ui-2

Fe1 = KX1 — Samd

X1 X2 X

Representacion grafica del trabajo de un resorte “lineal”

De acuerdo con la férmula geométrica para calcular el area de un trapecio.

1 K
Ui, = (KX; + KX)(X; — Xl)g = ;(Xz + X)X, — X1)
Llegamos a la misma ecuacion:
K
Uiz = 2 (Xzz - Xlz) (4.10)

Finalmente es interesante observar que el trabajo de un resorte solo depende de las
posiciones donde inicia y donde termina de hacer trabajo, o mejor dicho de las
deformaciones inicial y final, y no de la trayectoria seguida por el cuerpo.

El trabajo de un resorte es
igual para  cualquier

trayectoria, solo depende Lo
de las deformaciones Ly
inicial y final.
Nétese que en cada %, Lo
posicion, la deformacién es \ Ly
la diferencia de la longitud : —
\ o~
\ ‘/'/
N -
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del resorte en esa posicion

menos su longitud original: X2 N
X1 = L1 - LO 1 2 \
X, =L, =Ly

Repetimos la recomendacién de ser cuidadosos en el dibujo, para poder representar
adecuadamente las deformaciones en cada punto.

4.4  El principio del trabajo y la energia.

Para aplicar este principio al analisis del movimiento de una particula regresaremos a la
Ec. 4.1

Y f:lz Frds = %mvzz — %mvl2 (4.1)

Ya hemos visto que el producto Fr ds dentro de la integral es el trabajo diferencial dU,
También indicamos la forma de calcular el trabajo para distintos tipos de fuerzas, esto es

realizando la integral U;_, = ff dU = fsslz Frds, para cada fuerza, solo nos falta indicar

que sobre un cuerpo pueden estar actuando varias fuerzas y que cada una de ellas puede
realizar trabajo cuando el cuerpo se desplaza; entonces, cuando queremos analizar el
movimiento de un cuerpo por el método del trabajo y la energia debemos calcular el
trabajo de cada una de las fuerzas que estén actuando sobre el cuerpo para después
sumar todos los trabajos:

S2 S2 S2
2U1_2 = UFl + UF2+"' +UFN = fSl FTl dS + fSl FT2 dS+ +f51 FTN dS
(4.11)
O sea

SUy_p = X [} Frds (4.12)

Este trabajo total, “resultante” o suma de trabajos que actua sobre el cuerpo, es el que
. , .. . . 1 1
ocasiona que la energia cinética que tiene el cuerpo cambie de Emvlz a EvaZ .

Si representamos a la energia cinética por Ec, entonces podemos escribir la ecuacion 1
en forma resumida:

2Ui_5 =Ecp —Ecq (4.13)
O bien: Eci + 22U, =Ey (4.13)
Que nos dice que:
La energia cinética de una particula al inicio de un proceso, mas la suma de
todos los trabajos realizados sobre la particula a lo largo de la trayectoria, es

igual a la energia cinética al final del proceso.
Las unidades de la energia cinética son:
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En el sistema Internacional kg (%)2 = (k"izm) sm=N+m=N-—m
En el sistema MKS técnico UTM (%)2 = (kg;lsz) (7:—22) =kgsm=kg—m
En el inglés (técnico) Slug (%)2 = (”’%:2) (%2) =1lbxft=1b—ft

Lo que significa que la energia tiene las mismas unidades que el trabajo y la ec. 4.1 es
homogénea en sus unidades.

Por otro lado resulta claro que la energia cinética siempre es una cantidad positiva ya que
el sentido de la velocidad no importa por estar elevada al cuadrado.

4.5 El principio del trabajo y la energia para un sistema de particulas.

Un sistema de particulas se define como un conjunto de particulas relacionadas entre si.
En este caso la energia cinética al inicio y al final de un proceso se obtiene sumando las
energias cinéticas de todas las particulas, en el célculo del trabajo deben tomarse en
cuenta todas las fuerzas internas del sistema y las externas al mismo. Esto lo
representamos por la ec:

ZECl + ZUl—Z = ZECZ (414)

Cuando las particulas estan conectadas por uniones indeformables como barras rigidas o
atracciones moleculares de los sélidos rigidos, el producto del trabajo de las fuerzas
internas es cero, debido a que se presentan por pares iguales y opuestos y se desplazan
lo mismo. Pero si estan unidas por conexiones elasticas, al moverse, pueden recorrer
diferentes desplazamientos, en este caso si deben tomarse en cuenta los trabajos de las
fuerzas internas. Por otro lado, si las particulas estan conectadas por cuerdas y poleas se
pueden obtener las relaciones de posiciones, desplazamientos y velocidades por los
métodos cinematicos ya conocidos.

Procedimiento de anéalisis:

El principio del trabajo y la energia simplifica el andlisis de problemas cinéticos que
involucren conceptos de fuerza, desplazamiento y velocidad. Su aplicacién puede
resumirse en dos pasos:

1.- Trazar un diagrama de cuerpo libre en un punto intermedio de la trayectoria que
ayude a encontrar 2U.,. Debemos recordar que el sistema de referencia debe ser
inercial (o sea sin aceleracion) y considerar positivo el sentido del desplazamiento, para
gue se cumpla aquello de que las fuerzas positivas hacen trabajo positivo y las negativas,
negativo. Por otro lado, si alguna de las fuerzas solo esté aplicada en parte del recorrido,
es evidente que realiza trabajo solo en esa parte.

2.- Aplicar el principio del trabajo y la energia
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ZECI + 2U1_2 = ZECZ

Donde la energia cinética siempre es positiva. Es conveniente calcular por separado el
trabajo de cada fuerza para después hacer la suma de todos los trabajos con el signo
correspondiente.

Ejemplo 4.1. Un bloque de 15 kg se deja caer sobre un resorte que lo detiene al
deformarse 10 cm, calcular la altura h desde la que cae. La rigidez del resorte es K =
19000 N/m.

Solucion:
Ubicaremos el nivel de referencia en la posicion
no deformada del resorte. Aplicando el principio
del trabajo y la energia desde 1 hasta 2 tenemos:
Eci +2U;; = Ec | 1
1 2 1 2 F=-=1—-
Smvi + Uy —Ugr = Smv; Q) !
donde i
1 2 W 1
ECl = Emvl = 0 :
ECZ == %mvzz = 0 i h
Uy = WAY :
Uy =W(h+x) =mg(h +x) = 15(9.81)(h + 0.1) = |i°
R -2
Uy = 147.15h + 14.7 >
/
como el resorte trabaja desde su posicidbn no
deformada, ( 0 sea, de 0 a 2) la gréfica del trabajo
tiene forma de tridngulo y el trabajo del resorte es:
Ug = 3Kx? =219000(0.1)% = 95 [N-m]
sustituyendo en (1)
A
F
0+ 147.15h + 147 — 95 = 0 §
h =0.55 [m]
Uiz |Fe=Kx
X X
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Ejemplo 4.2. Otra posibilidad tipica de este tipo de problemas es: A) Calcular la
deformacioén del resorte necesaria para frenar un blogue que se mueve en determinadas
condiciones. En este ejemplo: m =25 Kg; vi=8 m/s; h = 1.2 m; K = 14 KN/m.

B) determinar la velocidad méaxima. C) comparar con la velocidad justo antes de tocar el

resorte

Solucion: A) Ubicamos el origen del sistema
de referencia en la posicién no deformada del
resorte. Aplicamos el principio del trabajo y la
energiade 1 a 2:
Eci +2Us—; = Ecy
%mvlz+UW—UR =%mv22 (1)

2 1 2
ECl = Emvl = 525(8) = 800]

U, =WAaY =mg(h+x, )=25(9.81)(1.2+x,)

1 2 1 2 2
Up = Esz = 514000)62 = 7000x3
Sust. En 1
800 + 294.3 + 245.25x, — 7000x2 = 0
1094.3 + 245.25x, — 7000x2 = 0
x, = 0.413m

Nota. En este caso la raiz negativa no tiene
significado fisico.

B) La velocidad maxima se presenta cuando la
aceleracion vale cero, y esto sucede cuando la
suma de fuerzas vale cero. Esto ocurre en un
punto 3 intermedio entre 0y 2

SF,=W—-R=0

R = KX3 == W
W 25(9.81) — 0.0175
3 =% T 14000 0™
Es decir; cuando el resorte tiene esta

deformacion la velocidad es maxima. Para
conocerla aplicamos trabajo y energia desde 1
hasta 3:

%mvlz+UW—UR =%mv§ (2)
Donde Ec; es la misma
Uy =W(h+x3) =mg(h+ x3)
Uy = 25(9.81)(1.2 + 0.0175) = 298.592]

1 L_,-.1 V1
1
W |
1
|
1 h
1
1
1
1
_ d_i-. 0
= 4
____i_. 3
R — 47 |
— i
% — 1= 2
/

U, = % KxZ = %14000( 0.0175)?
Up = 2.143]
Sust. En 2
1
800 + 298.592 — 2.143 = E(25)v§
V3 = 9.366 m/s

C) Por trabajo y energiade 1 a 0

1 2 1 2
Emv1 + Uy = Emvo

L v + mgh = ~mv?
2"”’1 mg —vao

1
800 + 25(9.81)1.2 = E(25)173

vy = 9.356 M/,
Se observa que la velocidad
aumenté muy poco de 0 a 3 ya que
el resorte frené répidamente al
bloque.
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Ejemplo 4.3. Un bloque de 2 Kg se desliza hacia abajo de un plano inclinado, de manera
que lleva una rapidez de 3 m/s al pasar por el puntol. La placa sin masa y los cables
mantienen deformado al resorte 5 cm. Calcular la méxima deformacion del resorte. Sid =
1.5 m desde 1 hasta la posicion no deformada del resorte, 6 = 40°, u = 0.1 y K = 1200N/m.

Solucién:

Ubicamos el origen del sistema de
referencia en la posicion no deformada
del resorte, positivo en sentido del
movimiento.

Eci +2U_; = E¢,
Eci + Uy — Upr —Ug = E¢ (1)
Ecy=5mv}=2(2)32=9 [J]
1 2
ECZ = Emvz = 0
Uy = mgsenf(1.5 + x;)
Uy = 2(9.81)sen40°(1.5 + x,)
Uy = 1892 + 12.61x,

UFT = ,LlN(lS + xz)

Up, = umg cos 6 (1.5 + x,)

Upr = 0.1(2)9.81cos40°(1.5 + x;)
Upy = 2.25 + 1.5%,

Como el resorte esta previamente
deformado su trabajo es el area de un
trapecio:

1
Ug = E(sz + Kx1)(x; — x1)
N

i e

KXz

KXx1

X1 X2

K
Ug = ;(X% — x7)
Ug = 5= (x} — 0.05%)
Ugr = 600x2 — 1.5

sustituyendo en (1)

9+ 1892 + 12.61x, — 2.25 — 1.5x, — 600x3
+15=0

—600x2 + 11.11x, + 27.17 =0

—11.11J_rJ(11.112—4(—600)(27.17))

x =
2 2(=600)

_ —11.11+ 255.6
X2 = T 1200

x, = 0222 [m]
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Ejemplo 4.4. Los dos resortes mostrados se utilizan para impulsar al bloque hacia arriba
del plano inclinado. Determinar la distancia maxima d a la que llega el bloque si se suelta
desde el reposo en el punto donde el resorte exterior se ha deformado 0.4 m. Rigidez del
resorte exterior Ke= 3 KN/m; Rigidez del resorte interior Ki =5 KN/m; m = 2 Kg; p =0.2;

0 = 20°.

Solucion:
Ubicamos el origen del sistema de
referencia en la posicibn no
deformada del resorte externo (punto
“0") desde ahi medimos las
deformaciones y la distancia d (de 0 a
2).
Aplicando trabajo y energiade 1 a 2

Ec1 +2Us—2 = Ec
0+ Ui+ Uz — Uy —Upr =0 (1)

Uy = mgsenf(0.4 + d)
Uy = 2(9.81)sen20°(0.4 + d)
Uy = 2.684 +6.71d

Upr = uN(0.4 + d)
Upr = umgcos 0 (0.4 + d)
Up, = 0.2(2)9.81¢cos 20°(0.4 + d)
Upr = 1.475 + 3.6874d)

1 2 2
U; = =K;x? = 0.5(5000)0.25

2
= 156.25/ Como puede observarse los resortes solo

trabajan en el tramo donde estan en contacto
1 con el bloque
Ug = EKExg = 0.5(3000)0.42 = 240/

Sust.en 1

156.25 + 240 — 2.684 — 6.71d
—1.475—-3.687d =0

392.091 -10.397d =0

d=37.712m
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Ejemplo 4.5. Un péndulo de 2Kg cuya cuerda mide L =0.8m, se suelta desde el reposo en
la posicion horizontal 1. Calcular:

a) la velocidad maxima del péndulo.

b) la tensién en el punto mas bajo

Solucién:
a) La velocidad méaxima se encuentra en 2
Eci +2Uy 5 = Ec
Eci + Uy = Ec,

1 2
0+ mgdy = Emvz
cancelando la masa y despejando

v, = +/(294y) i T /

v, = [(2(9.81)(0.8))

v, = 3.96 [m/s]

b) En el punto 2 la tensién y el peso son 2 W
perpendiculares a la trayectoria, por lo cual no
realizan trabajo, por lo mismo se utilizara la W

segunda ley de Newton en direccién normal o
centripeta, para determinar la tension, pero
utilizando la rapidez obtenida por trabajo y
energia.

VZ
+ ZFy =T —-W=m=

., 3.962
T—-2(9.81) = ZW

T = 58.82[N]
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Ejemplo 4.6. Un bloque de 12 Ib esta en equilibrio, soportado por un cable y un resorte,
en la forma indicada. Si la rigidez del resorte es K = 15 Ib/in, y la tension en el cable es 5
Ib. Calcular: A) la maxima deformacion del resorte después que el cable se ha cortado. B)

la velocidad maxima.

Solucidn: ¢ El resorte esta estirado o comprimido?
Para saberlo, analicemos el DCL en situacion
estatica. Al hacerlo, nos damos cuenta que el
resorte debe “ayudar” al cable a sostener el peso,
ya que el cable solo carga 5 de las 12 Ib.
Entonces, el resorte estd comprimido para
suministrar 7 Ib y la longitud natural del resorte
(que es donde localizaremos el origen del sistema
de referencia) esta por encima del punto 1.
Andlisis estatico:
M YF,=T—-W+R=0
R=-T+W=-5+4+12=710b

Ahora podemos determinar la deformacion inicial
del resorte mediante la Ley de Hook

R=Kx; =15x;, =7

x; = 0.467 in = 0.0389 ft

El DCL ya en situacién dinAmica y en una posicion
intermedia esta representado en la tercera figura.
Asi podemos aplicar el principio del trabajo y la
energia de 1 a 2 con unidades sistémicas

K =151b/in = 180 1b/ft

Eci1 + Uy —Ugr = Ec

0+ W(x, —xq) _g(xzz -x{) =0
0+ 12(x, —0.0389) — %(xz2 —0.0389%) =0

—90x% + 12x, — 0.33047 = 0

x, = 0.09444 ft
x, = 0.03887 ft

El segundo resultado nos remite a la situaciéon
inicial x; ya que es un punto donde los trabajos del
peso y del resorte suman cero, porque ellos
mismos valen cero, debido a que adn no hay
desplazamiento. De manera que el primer
resultado es el correcto.

La velocidad méxima ocurre en un punto Xs,
intermedio entre 1 y 2. Aplicando Trabajo y
Energiade 1 ax

K 1w
0+ W(x—x) — 7 (x* —x7) =E;v2

180
0+ 12(x — 0.0389) — —— (x* - 0.0389%)
112

=-o==V
232.2
—483x2% + 64.4x — 1.774 = v?

2

1—=-> A

Lo

Lo

DLC estético

A
T=51Ib

W=121b

R=7Ib

DCL dinamico

X2

L
I
I
|
I
I
A4
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Ejemplo 4.6. continuacion

Cuando v sea méaxima, V2 también sera
maxima. Derivando e igualando a cero

2
483% 1 644% _0=0
dx dx
483(2)x + 64.4 = 0
64.4

=———=10.06667 ft
*3 = 48312 f

De manera gue en este punto la velocidad
serd méxima. Para conocer su valor
aplicamos trabajo y energiade 1 a 3

1w
xh) =12

K
0+ W(rs —x;) — 5 (a2 .

12(0.06667 — 0.0389) — 1;;‘)(0.066672 -

1 12 2

0.0389?%) = 325V

0.3336 — 0.2642 = 0.1863v?

vs = 06103 [t/

De otra manera:

Analizando el DCL dinamico, vemos que en
el momento en que se corta el cable, el
peso 12Ib es mayor que la fuerza del
resorte 7 Ib, de manera que el cuerpo se
acelera hacia abajo aumentado su
velocidad y desplazandose hacia abajo,
con lo cual aumenta la fuerza del resorte,
éste aumento continda mientras el cuerpo
se desplace hacia abajo.

De manera que hay un punto entre 1y 2 en
el cual las fuerzas W y R se igualan, pero
solo por un instante, después del cual R
sigue aumentando, el bloque se empieza a
frenar y finalmente se detiene en 2 donde R
es maxima.

En este proceso la aceleracion pasa de
un valor positivo, hacia abajo, donde la
velocidad aumenta (mientras W>R) a un
valor negativo, hacia arriba, donde la
velocidad disminuye (cuando R>W) de
manera que, en el instante en que

R=W
a=0
Y la velocidad sera maxima
Entonces, para encontrar este punto

R=W

Pero por ley de Hook
R =Kx = 180x = 12

12
x3 = —— = 0.06667 ft

Con lo cual ya podemos aplicar trabajo y
energia de 1 a 3 para conocer la
velocidad méaxima
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Ejemplo 4.7. Una esfera de demolicién de 600 Kg se balancea suspendida por un cable y

soportada por una grua. Si la esfera tiene una rapidez de 8m/s cuando esta en el punto

mas bajo, encontrar el angulo que el cable forma con la horizontal cuandov =0y la

tension en ese punto. R=12m

Solucion:

Por trabajo y energiade 1 a 2
Ec1 +2Us—2 = Ec

Eci + Uy = Ec

1 2
0+ mgAZ = Emvz

L S
T 2g 20981 >eem
d=R-AZ =12 — 3262 = 8.738m
~ d 8738 NG
a = arccos = CcoS 12
@ = 4327°

0, =90 — a = 46.73°

La tensién en 1 por 22 Ley en dir. centripeta
2
+ 4 ZFN:Tl—WN:m%zO
T, = Wcosa = 600(9.81) cos 4 3.27°
T, = 4285.78N

+

Py)

Este problema también se puede resolver
por 22 Ley en direccion tangencial:

+\ IF; = Wy = mar Y172

o vdv _ vdv r

mg cos —mds _deH
vdv

gcost =20

2 2
jo cos 6do =f vdv
1 1

B Bttt

1
Rg(senf, — senb,) = > vz —v?) )
1—senf; = ————==0.2718
sen90 — senf, = L(vz —0) senb, 2(12)9.81
' 2Rg? —senf; = 0.2718 — 1

senf, = 0.7282
6, = arcsen0.7282 = 46.73°
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Ejemplo 4.8. Un collarin liso de 25 Kg se encuentra sujeto a un resorte de K=50 N/my a
un cable que le transmite una fuerza de 180N. Si en la posicion 1 el resorte esté estirado
x1 = 0.1m y el bloque se encuentra en reposo, encontrar la rapidez con que llega a la

posicién 2

Solucion:
Las Unicas fuerzas que trabajan son
la del resorte R y la del cable F, el
peso se anula con la normal y no hay
friccion. Aplicamos trabajo y energia
delaz2

Eci1 +2U;-; = Ec
0+ Up —Ug =Ec, (1)

La magnitud del trabajo del resorte es
1
Ug = EK(xzz —x7)
1
Ug = 550(12 —0.1%) = 24.75]

Si quisiéramos calcular el trabajo de
F encontrando la componente
tangencial Fr =Fcos6 para
multiplicarla  por Ax, se nos
presentaria el problema que el angulo
es variable, para evitarlo podemos
darnos cuenta que ese trabajo es
igual al que hace F al final de la
cuerda recorriendo un
desplazamiento AL. En la tercera
figura se destacan los elementos
geomeétricos para calcular AL:

L, =1.22+0.52 = 1.3m
L, =+/0.32 4+ 0.52 = 0.583m

AL =13 -0.583 =0.717m
Up = FAL = 180(0.717) = 129.6]

Sust. En 1

1
129.6 — 24.75 = E25v§
vZ = 288 m/s

0.9m 0.3m
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4.7 Potenciay eficiencia.

En muchas ocasiones es tan importante el tiempo en que se realiza un trabajo como la
cantidad de trabajo en si. Por ejemplo, cuando en una construccién es necesario mover
una gran cantidad de tierra, se puede realizar por pocos trabajadores con pala y carretilla,
lo que consumira muchos dias, si se necesita hacer en pocos dias puede contratarse a
mas trabajadores, o utilizarse una pala mecénica para que el mismo trabajo se haga en
horas. En los tres casos el trabajo es el mismo, la diferencia se encuentra en el tiempo
utilizado para realizarlo. La diferencia consiste en la potencia.

Concepto de potencia.

La potencia de una maquina o de un sistema se define como la relacion (o cociente) del
trabajo realizado entre el tiempo empleado para realizarlo:

AU

Potencia promedio: P = — (4.15)
.. L, du
Potencia instantanea P = o (4.16)
Si el trabajo se expresa mediante dU = F eds entonces es posible escribir:
_ AU _ Feds _ .
P—dt— ” =Fevp (4.17)
O bien P =Fvcos@ (4.18)

Es decir, la potencia es el producto de la magnitud de la fuerza por la magnitud de la
componente de la velocidad en direccion de la fuerza

De las ecuaciones anteriores se desprende que para una cantidad de trabajo dada se
requiere mayor potencia para hacer ese trabajo en menor tiempo.

Por otro lado, para una potencia dada, la velocidad y la fuerza presentan una relacion
inversa; es decir: una mayor velocidad implica una fuerza menor, y la inversa, una fuerza
mayor implica una velocidad menor.

Esto ocurre por ejemplo en el caso de la aceleraciébn de un automoévil que tiene una
potencia dada por la capacidad del motor y segin el numero de revoluciones. El tiempo
gue tarda en acelerar de cero a 100 km/hr es mucho menor que el que tarda en pasar de
100 km/hr a 200 km/hr, a pesar de que en ambos casos el motor se revolucione al
maximo, (igual potencia), en el primer tramo el motor desarrolla una fuerza mucho mayor,
por eso la aceleracion es mas grande. En el segundo caso, con una velocidad mayor, el
motor genera una fuerza mas pequefia, por eso es que la aceleracién es menor. En este
ejemplo, el efecto “a mayor velocidad, menor fuerza” se ve amortiguado por el cambio de
la palanca de embrague o palanca “de velocidades”, si se acelera el auto sin mover la
palanca, el efecto se notara mas, asi “en primera” el auto pasara en unos cuantos
segundos de cero a 40 km/hr, pero no podra pasar de 40 a 80 km/hr, por mas que se
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revolucione el motor. Es interesante meditar esta situacion para el caso de una bicicleta
en donde el motor son nuestras piernas.

Las unidades de potencia son unidades de trabajo entre unidades de tiempo:

Pl [Traba ]o] _ [_]

tiempo
H J N+m
En el sistema MKS absoluto o Sl [P] = s=— - = watt = w
En el MKS técnico [P] = "gT*m
En el inglés técnico [p] = Lt

S
También existen otras unidades no sistémicas que se utilizan comunmente, tales como

los “horsepower” Hp y los caballos de vapor CV. Algunas equivalencias Gtiles son:

1Hp = 745.7 watts = 550 Ib-ft/s = 76.01 kg-m/s = 1.0138 CV

Eficiencia.

Una maquina no produce su propia energia, por ello es necesario suministrarle
constantemente energia en forma de combustible fosil, electricidad, fuerza mecanica,
traccion animal, energia hidraulica o cualquier otra. Podemos decir que la funcién de una
maquina es transformar la energia suministrada en trabajo “util”. En el proceso de
transformacién una parte de la energia que se suministra a la maquina es utilizada para
mover su propia masa y otra se usa para vencer la friccion de las partes moviles la cual se
disipa en el medio ambiente en forma de calor. Esto da por resultado que el trabajo “Util” o
de salida de la maquina es menor que la energia que se le suministra o “de entrada”. Esto
se puede ilustrar de la siguiente manera:

008

Energia de Entrada m Energia de salida
—

>
>

Al cociente de energia de salida entre la energia de entrada se le conoce como eficiencia
e, € (épsilon) o también n (na)
e=¢g=n=

Energia.de.salida __ Eg (4 19)
Energia.deentrada  Eg '

Como podemos ver, la eficiencia es un nimero adimensional menor que la unidad, que
indica el grado o nivel de aprovechamiento de la energia de entrada y la capacidad para
transformarla en trabajo util.
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Si dividimos el numerador y el denominador de la expresion 4.19 entre el tiempo,
obtenemos la eficiencia en términos de potencia:

__ Potencia.desalida __ Pg (4 20)

" Potencia.de.entrada Pg

La potencia de salida de un motor también se conoce como potencia “atil” ya que es la
que el motor suministra a la maquina o al sistema para realizar un trabajo “util”. La
potencia de entrada a un motor es la que se le debe suministrar mediante el
combustible y también se le llama “nominal” debido a que es con la que se identifica el
motor en la industria y el comercio.

La eficiencia es un concepto importante al momento de seleccionar maquinaria, ya que de
dos maquinas con la misma potencia nhominal (la de entrada), la de mayor eficiencia
aprovechara mejor el combustible; es decir podra realizar el mismo trabajo util con menor
suministro de energia de entrada, o bien, podra hacer mayor cantidad de trabajo con una
cantidad determinada de combustible. Otra manera de decirlo es que con la misma
potencia hominal o de entrada, la mas eficiente tendra mayor potencia de salida.

En la practica es importante mantener la vision integral, pues la eficiencia de un sistema
no depende solo de la eficiencia individual de cada parte, sino de la integracion adecuada
de todo el sistema. Expliquémonos mejor: un sistema productivo estd conformado por
hombres, maquinaria, instalaciones y una organizacion productiva (cuando menos), de
manera que el resultado final, la eficiencia del sistema, sera resultado de la integracion
armoniosa de todas las partes.

Procedimiento de andlisis:

Para calcular la potencia que un motor suministra a un sistema es conveniente
determinar primero la fuerza que el motor aplica, para posteriormente multiplicarla
por la velocidad en direccion de la fuerza, como lo indica la ecuacion 4.18

P =Fvcos@

Para determinar la fuerza es adecuado elaborar el diagrama de cuerpo libre y aplicar la
segunda ley del movimiento XF = ma.

Si el cuerpo esta acelerado la velocidad estard cambiando, de manera que la ec. 4.18
daré la potencia instantanea para un valor determinado de velocidad.

Por lo anterior es comun buscar la potencia maxima que ocurre con la velocidad maxima
si la fuerza es constante.

En algunos casos también se puede calcular el trabajo y dividirlo entre el tiempo que se
ha ocupado en realizarlo, de acuerdo con la ecuacion 4.15.

_ AU

P =
At

El motor que suministra potencia a una maquina o sistema puede estar dentro o fuera de
la maquina, lo cual no altera el tratamiento antes descrito.
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La potencia util, disponible o de salida de un motor se encuentra multiplicando la
potencia suministrada, de entrada o nominal, por la eficiencia.

PS:PEe

Ejemplo 4.9. Un camién cargado tiene una masa de 28 Mg. A) ¢ Cual serd la potencia
necesaria para subir una pendiente de a=12° con una rapidez constante de 80 km/hr?. B)
Si el camién acelera a razén de 1 m/s? ;Qué potencia se requiere a esa velocidad?. C) Si
la eficiencia del motor es de 0.6 ¢cual sera la potencia nominal del motor?. Despreciar la

resistencia del aire.

Solucioén:
m = 28 Mg = 28 000 000 gr = 28 000 kg

A) La fuerza de traccion T, es la friccion del
pavimento sobre las llantas y es la que
permite que el camién suba la pendiente.
Se genera gracias a la interaccion de las
llantas y el pavimento y a la potencia del
motor. Asi debemos suponer que las
llantas no resbalan sobre el pavimento.

Dado que la rapidez es constante, la
aceleracion vale cero. Aplicando la
segunda Ley

=Xy =T—-Wy=ma=0
T = Wy = mgsena
T = 28000(9.8)sen12°
T =57050 [ N]
v =80 = 22222
hr s

P =Fv =Tv =57050(22.22) = 1267651

P=Tv=1267651 [W]

P =1267.6[kW]

1lhp

) = 1699.8hp

B) Cuando el camién acelera la tracciéon
T serA mayor que la componente del
peso:

=> Yk =T—-Wy =ma

T = ma + Wy = 28000(1) + 57050
T =85050 N
Nm
P = Fv = 85050(22.22) = 1889811 [T]
P = 1890[kW] = 2534[hp]
Esta potencia es la que requiere el
camion, es decir es la de salida.

C)
La potencia nominal del motor o de entrada
(al motor) se despeja de:

—Ps
=&
_ ﬁ 1890 _
Pg =5 =222 = 3150[kW]

Py = 4223[hp]
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Ejemplo 4.10. El elevador E y su carga tienen una masa de 500 kg, y es izado por el
motor M conectado con el cable y el sistema de poleas mostrado. El Bloque B de 100 kg
sirve de contrapeso. Si la eficiencia del motor es de 0.6 ¢Qué potencia debe
suministrarsele al motor cuando el elevador sube a una rapidez constante de 3.5m/s?

Solucion:
Por cinematica

M
3ye —yp =1L
v, = 3vp = 3(3.5) = 10.5M/ Cb AN
Como Ve Es constante las aceleraciones son 0. N
Para B
+| 2Fy = Wp —T, =mpag =0 Ye
T, = Wy = mpg = 100(9.8) = 980[N] . |

Para E T2

l/ZFy:WE_TZ_3T1:0

T, — Wz 980 — 500(9.8) B
TS A
\|/ T21 l
E

Ye

T, = 1306.7[N] i

La potencia que el motor le suministra al
elevador al jalar el cable con T; es la potencia
de salida del motor, igual a la fuerza del motor
por la velocidad del motor |

Ps = Fv = Tyv = 1306.7(10.5) = 13719[W]
WEe l

la potencia de entrada al motor es

_ Ps _ 13719 _
Pp =2 === 22867[W]

4.8 Fuerzas conservativas y energia potencial.
Una fuerza es conservativa si cumple las siguientes dos condiciones:

1. Solo depende de la posicion de la particula sobre la que esta aplicada.
2. El trabajo hecho por dicha fuerza, cuando la particula se mueve de un punto a
otro, es independiente de la trayectoria seguida por la particula.

La fuerza de atraccion gravitacional y la elastica son dos fuerzas que relnen estas
caracteristicas.

Las fuerzas que no cumplen con las condiciones anteriores se llaman “no
conservativas” tal es el caso de la friccion entre superficies soélidas y de la friccion
viscosa, o viscosidad, al interior de los fluidos o entre un fluido y un sélido. En ambos
casos el trabajo realizado al mover un cuerpo de un punto a otro no sera igual si se hace
siguiendo una trayectoria corta que si se sigue una trayectoria larga, en esta Ultima se
hard un trabajo mayor. También es conocido el hecho que al friccionarse dos superficies
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sélidas se calientan, es decir, debido a la friccion parte de la energia cinética del cuerpo
se transforma en calor, el cual se disipa en el medio ambiente, de manera que se
“pierde” por parte del cuerpo.

Energia potencial.

Cuando una fuerza conservativa hace trabajo sobre una particula, este trabajo se
“almacena” en forma de energia o trabajo “en potencia”, es decir, como la capacidad o
la posibilidad de realizar un trabajo de la misma magnitud que el originalmente realizado.
Asi por ejemplo, si se comprime un resorte, el trabajo utilizado para comprimirlo se queda
“almacenado” en el propio resorte, de manera que cuando se libera, el resorte puede
realizar un trabajo de la misma magnitud que el utilizado para comprimirle.

Llamamos Energia potencial a la capacidad de un cuerpo para realizar un trabajo. Le
representaremos por Ep, (algunos autores utilizan V) y consideraremos dos tipos:

Energia potencial gravitacional Eps. Es la capacidad que tiene un cuerpo (0
particula) para hacer trabajo debido a su peso y a su posicidon respecto a un nivel de
referencial.

Si un cuerpo se localiza una distancia z por arriba del nivel de referencia, el cuerpo tiene
una energia potencial gravitacional positiva Epc

EPG = WZ (421)
Debido a que tiene la capacidad de hacer trabajo positivo (el peso hace trabajo positivo)
cuando regrese al nivel de referencia. Nétese que previamente el peso debié hacer un
trabajo negativo al subir la distancia Z.
Si el cuerpo se localiza una distancia z por debajo del nivel de referencia, la energia
potencial gravitacional sera negativa debido a que el peso hace un trabajo negativo al
regresar al nivel de referencia.

Epe = —Wz 4.21))

Notese que previamente el peso realizé un trabajo positivo, al bajar una distancia z,

Epc =+ Wz

=

z(+)

Nivel de referencia z=0 Epc =0

1 Algunos editores lo traducen del inglés datum como “nivel dato”, que en lenguaje técnico\gignifica banco de
nivel o nivel de referencia como “nivel dato”.
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z()

Epc = -Wz -

Energia potencial gravitacional

Sabemos que el trabajo del peso solo depende del cambio de altura, sin importar la
trayectoria. Si el cuerpo sube, el trabajo del peso es negativo Ec. 3.8

UW = _W(ZZ — Zl) = WZl — WZ2
Lo que también se puede expresar en funcién de la energia potencial gravitacional como
Uy = —W(zz —2z,) = Wzy = W2z = Epgy — Epgz = —4Epg (4.22)

O sea que, cuando el cuerpo sube la energia potencial gravitacional aumenta, dicho de
otra forma, el incremento de la energia potencial gravitacional tiene signo contrario
al trabajo del peso.

Si el cuerpo baja, el trabajo del peso es positivo pero el cambio de energia potencial
gravitacional sera negativo, ya que al bajar, el cuerpo pierde energia potencial. De
manera que podemos concluir que: El trabajo hecho por el peso es el negativo del
cambio de energia potencial.

Uy = —AEpg (4.22))

Energia potencial elastica Epg, es la capacidad que tiene un cuerpo (o particula) para
hacer trabajo debido a que una fuerza elastica ha hecho trabajo previamente y éste ha
gquedado almacenado.

Cuando un resorte elastico unido a un cuerpo se alarga o se comprime (se deforma) una
distancia x a partir de su longitud natural, la energia potencial elastica que el resorte le
proporciona a la particula puede expresarse como

Epp =+ ka? (4.23)

La energia potencial elastica de un resorte deformado siempre es positiva, ya que la
fuerza elastica tiene capacidad de hacer trabajo positivo cuando de la posicién deformada
regresa a la posicién no deformada, esto se debe a que la fuerza elastica siempre tiende
a regresar a la longitud natural.

Ere=0 W
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1 FE
1 —
1
1
1
Epe = +1/2kx? !
! 1
1 +X |
Fe ! l
—

Epe = +1/2kx?

|

Energia potencial elastica.

Notese que para deformar el resorte, la fuerza elastica previamente realizd trabajo
negativo. De manera que el trabajo de un resorte, que solo depende de las posiciones
inicial y final. Ec. 3.10 puede expresarse en funcién de la energia potencial

1 1 1
Ur = _Ek(x§ —x{) = Ekxlz —gkxzz = Epg1 — Epga = —AEpg (4.24)

En general, si un cuerpo esta sujeto a la accion de ambas fuerzas, gravitacional y elastica,
su energia potencial se puede expresar como la suma

Ep = EPE + EPG (425)

Y la suma de los trabajos de la fuerza gravitacional y elastica se puede expresar en
funcién del cambio de energia potencial

ZUl—Z = UW + UE = _AEPG - AEPE = _AEP (426)
4.9 Principio de conservacion de la energia.

Tomando en cuenta lo anterior, el principio del trabajo y la energia cuando solo actudan
fuerzas conservativas puede escribirse

Ecy +2U1 5 =Ec
Ecy — AEpg — AEpg = Ec;
Ec1 — (Epg2 — Epg1) — (Epgz — Epp1) = Ec2
Ec1 + Epg1 — Epgz + Epg1 — Epgz = Ec
Ordenando términos queda:

Ec1+ Epg1 + Epg1 = Eco + Epgz + Epps (4.27)

1 1 1 1 ,

~mvi + mgzy +kxi = -mvi +mgz, + - kx} (4.27")
Es decir: la suma de energia cinética mas energia potencial gravitacional mas la
energia potencial elastica en uno es igual ala suma de energia cinética mas energia
potencial gravitacional mas energia potencial elastica en dos. O bien:
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ECl + EPl = ECZ + EPZ (428)

La suma de energia cinética mas potencial al inicio del movimiento es igual a
la suma de la energia cinética mas potencial al final del mismo.

También se puede escribir de manera resumida:
YE, =YE, (4.28")

Es decir, cuando sobre un cuerpo actdan fuerzas conservativas: La suma de energias al
principio y al final de un proceso son iguales, o dicho de otra manera, la suma de
energias se mantiene constante.

Esto se conoce como principio de conservacién de la energia, y podemos ver que es
un caso especial del principio del trabajo y la energia. Es conveniente insistir, que la
conservacion de la energia es aplicable itnicamente cuando todas las fuerzas que acttan
sobre un cuerpo son conservativas.

Procedimiento de andlisis:

Se recomienda el siguiente procedimiento de tres pasos:

1.- Traza un diagrama mostrando la posicién inicial y la posicion final de la particula, esto
ayudara a calcular las distintas energias en cada una de las posiciones que interesan.

2.- Establece un sistema de referencia. Si la particula tiene desplazamiento vertical es
preferible que el origen del sistema o nivel de referencia coincida con alguna de las
posiciones inicial o final de la particula para que ahi la Epc =0.

3.- Aplica el principio de la conservacién de la energia, recordando que solo funciona si
todas las fuerzas son conservativas.

Ejemplo 4.11. Un carro de montafia rusa de 300kg pasa por la cuspide 1 con una
velocidad de 2 m/s. Suponiendo que no existe rozamiento: A) Calcular la altura minima
gue debe tener para que circule por el rizo vertical de 10m de radio sin salirse de las vias.
B) Encontrar la rapidez que tiene en 3.

Solucion:

A) Colocamos el nivel de referencia en el
punto mas bajo.

Si la altura H es pequefia, la velocidad no
sera suficiente para completar el rizo. Si
la altura H es muy grande la velocidad en
2 sera grande, generandose una fuerza
normal N de la via sobre el carro. Ver el
diagrama de cuerpo libre en 2

N
V2
w dividiendo entre m y sustituyendo valores
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de manera que la velocidad minima en 2
definird la H min. Aplicando la 22 Ley en
direccion normal o centripeta

2

+| ZF=N+W:maN=m%

Donde la rapidez minima en 2 se

encuentra cuando N = 0
2

W = =mZ

mg =m-

UZ

g =—

o)

v, =+/(gp) = /(9.81 + 10) = 9.9 [m/s]

Entonces aplicando conservacion de la
energiade 1 a2

) Eci + Epgr = Egz + Ep2

Emvlz +mgzy = Smvi +mgz,

1 1
Vi 921 =2V + gz
2(22) +9.81z; = 2(9.9%) + 9.81(20)

z, = 24.79 [m]

B) Aplicando conservacion de la energia de
la3
Eci + Epgr = Ec3 + Epgs

%mvlz +mgz, = %mv% +0
dividiendo entre m y sustituyendo valores

222+ (9.81)24.79 = v} + 0

vs = /(490.3) = 22.14 [m/s]
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Ejemplo 4.12. Una esfera de 3 kg se suelta desde el reposo en 1, colgando de una
cuerda de 1.8m de longitud que esta sujeta en el soporte superior s. Encontrar: A) la
velocidad de la esfera cuando la cuerda topa con El soporte inferior i. B) La tensién en la
cuerda justo antes de que tope con el soporte inferior C) La tensién inmediatamente
después de topar con el soporte inferior D) La rapidez en 3. La distancia vertical entre los

soportes es de d= 0.7 m.

Solucion:

A) Situamos el nivel de referencia en 2.
Aplicando conservacion de la energia de 1
az2

lEC1 + Epg1 = Ecz1 + Epg2
Smvi +mgz, = -mvi +mgz,

0+3(9.8)1.8 =23v2 +0

v, =/ (2%9.8%1.8) =594 [m/s]

B) Las fuerzas sobre la esfera son la
tension T de la cuerda y el peso W.
Aplicando la 22 Ley en direccion normal y
teniendo en cuenta de que antes que la
cuerda tope con el soporte inferior, el radio
es R:

2

+ ZF=T—-W =may =m—
Ry

2
T =322 43(9.8) = 882 [N]

C) Cuando la cuerda choca con el soporte
inferior el radio es
R;=R1—-d=1.8-0.7=1.1 [m]

Entonces
2

+ ZF=T—W:maN=m;—
2

2
T=3213(9.8)=1256 [N]

Notese que la tension aumenta debido a
que al disminuir el radio, aumenta la
aceleracion normal, pero la rapidez es la
misma.

DCL

D) Aplicando conservacion de la energia
de2a3
%mvzz = %mv% + mgz;
cancelando la masa y sustituyendo
~(5.94%) =S v? +9.8(1.1)

vy = 3.70 [m/s]
¢, Se podria aplicar conservacion de la

energia de 1 a 3 y obtener el mismo
resultado?
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Ejemplo 4.13. El bloque mostrado tiene una masa de 200 kg y se suelta desde el reposo
cuando esta en contacto con los resortes que se encuentran en su longitud no deformada
Lo. A) Calcular la maxima deformacion de los resortes si la rigidez de ambos es K = 25
[kN/m]. B) Si después de oscilar se permite que el bloque llegue al reposo ¢ cudl sera la
deformacion de los resortes?

Solucion:

A) Ubicamos el nivel de referencia en 1
coincidiendo con la posicién no deformada del
resorte. La maxima deformacién se obtiene en
2 cuando v2 = 0, en ese punto la energia
potencial es negativa por estar debajo del NR
nivel de referencia, entonces, aplicando
conservacion de la energiade 1 a 2 X

Eci+ Epg1 + Epg1 = Ec2 + Epgz + Epg

L 1 2
Emvl +mgz, + Ekxl

2 1 2
= Emvz +mgz, + Ekxz

1
O+O+O=O—mgx2+(zkx22)2 \R L

—200(9.8)x, + (25000)x% = 0 1X
Lo Fe FE 2

Factorizando

[—200(9.8) + (25000)x,]x, = 0

esto ocurre cuando x = 0 y cuando IN]

[—200(9.8) + (25000)x,] = 0

Xy = —2 = 0.0784 [m]
25000

Por la ley de Hook

Fr = kx

x, = 78.4 [mm] X = %E = 23‘;30 =0.0392 [m]

B) En el caso estatico x =39.2 [mm]
+IZF=2FE—W:0

_mg _ 20008) _ gg IN]
2

w
Fp=Y
E™ 5 2
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Ejemplo 4.14. El collarin de 0.6 kg parte del reposo en 1 y se desliza por la varilla sin
friccion hasta 2 bajo el efecto del resorte de K = 30 N/m. Calcular la velocidad con la que

choca con 2.

Solucion: Ubicamos el nivel de referencia
en el punto 1.
Cuando el collarin esta en 2, la longitud
del resorte es L, = 0.4 m, y como su
longitud no deformada L, = 0.35 m,
significa que la deformacion en ese punto
es:

x, =L, —Ly=0.4—0.35=0.05m
La longitud del resorte en 1 seré:

Ly =+0.52+0.6% = 0.781m

Y la deformacion en 1 sera
x; =L, — Ly =0.781 — 0.35 = 0.431m

Por conservacion de la energiade 1 a 2

Epg1 = Epgz + Epga + Ec

2 1, 2.1 5
1 Ekx1 =mgz, + Ekx2 + Elmvz
530(0.431)2 = 0.6(9.81)0.2 + 530(0.5)2

1 2

2.7867 = 1.177 + 0.0375 + 0.3v2

Uy, = 2.289 m/S

Acotaciones en m 1
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Cuestionario.

¢,Cuales son los métodos de analisis de la Cinética?

¢, Cuales son las dos ecuaciones a partir de las que se deduce el principio del
trabajo y la energia?

Deduce el principio del trabajo y la energia

Enuncia el principio del trabajo y la energia

¢ Cudl es la ecuacion mas general que define el trabajo de una fuerza?

Hay dos formas de calcular el trabajo de una fuerza, ¢ Cuéles son?, explicalas.
¢,Cuando el trabajo es positivo y cuando es negativo?

¢En qué casos el trabajo vale cero?

Indica el signo del trabajo de las fuerzas indicadas en los siguientes diagramas.

W | N Voo

! .
O O w O O

Uw Uw Ut

¢ Como se calcula el trabajo de una fuerza variable a lo largo de una trayectoria
cualquiera?

¢ Como se calcula el trabajo de una fuerza constante a lo largo de una trayectoria
recta?

¢, De qué depende el signo del trabajo?

Elabora otros ejemplos donde el trabajo de las fuerzas sea positivo, negativo y
cero.

¢, COmo se representa graficamente el trabajo?

¢, De qué depende el trabajo de un peso?

¢, Qué ecuacion permite calcular el trabajo de un resorte “lineal’?

¢ Si el resorte es “no lineal” como se calcula el trabajo?

¢,Como es la grafica del trabajo de un resorte que empieza a trabajar desde su
situacion no deformada?

¢Como es la grafica del trabajo de un resorte cuando empieza a trabajar desde
una deformacion previa?

Demostrar que las unidades de energia cinética son las mismas que las de
trabajo.

Cual es el signo de la energia cinética y por qué?

¢, Cudles son los pasos del procedimiento de andlisis de problemas de Cinemética
por el método del trabajo y la energia?

Escribe la ecuacién “expandida” y “condensada” del principio del trabajo y la
energia.

¢ Qué ecuacion representa el principio del trabajo y la energia para un sistema de
particulas y que significa cada término?
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4.11 Preguntas de opcion multiple:
Indica la respuesta o afirmacion correcta

1.- El principio del Trabajo y la Energia se deduce a partir de las siguientes dos
ecuaciones:

A)SFr=mar vy YFn=man

B) La segunda Ley de Newton Integrada.

C)>Fr=mar y adx=vdv

v2

D)>Fn=man vy ay =—

2.- El principio del Trabajo y la Energia plantea que:
A) La energia cinética de una particula es igual al trabajo almacenado.
B) La energia no se crea ni se destruye, solo se transforma.
C) La suma de los trabajos realizados por un cuerpo es igual al cambio de energia
cinética.
D) La suma de los Trabajos realizados por todas las fuerzas son iguales a la energia
potencial gravitacional mas la energia potencial elastica.

3.- El trabajo de un peso:

A) Depende de la trayectoria.

B) Es igual al producto del peso por la distancia horizontal.
C) Es igual al cambio de la energia cinética.

D) Es positivo si el cuerpo baja.

4.- El trabajo de un resorte:

A) Es negativo cuando se aumenta la deformacion del resorte.

B) Es positivo cuando un resorte deformado previamente, se deforma ain mas.
C) Es proporcional a la deformacion y a la rigidez K.

D) Es negativo cuando la deformacién disminuye.

5.- La gréfica del trabajo de un resorte lineal, que empieza a trabajar desde su longitud
natural:

A) Tiene la forma de un trapecio.

B) Es una linea recta con pendiente K y que pasa por el origen.

C) Tiene la forma de un triangulo rectangulo.

D) Tiene un area que se puede conocer por la férmula del trapecio.

6.- La fuerza de friccion y la viscosidad

A) Son ejemplos de fuerzas cuyo trabajo no se queda almacenado sino que se disipa al
medio ambiente.

B) Son fuerzas que al hacer trabajo permiten recuperarlo en forma de energia potencial.
C) Son fuerzas que desaparecen cuando aplicamos el principio de conservacion de la
energia.

D) Son fuerzas conservativas.

7.- La energia potencial es:

A) El trabajo de las fuerzas conservativas realizado previamente y que ha quedado
“almacenado” en el cuerpo.

B) La suma de energias cinética mas elastica.
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C) El complemento de la energia cinética.
D) El trabajo desarrollado previamente por el peso.

8.- El principio de conservacion de la energia:

A) Es una version integrada de la segunda Ley de Newton.

B) La suma de los trabajos es igual al cambio de energia cinética

C) El trabajo de un resorte se conserva con signo contrario.

D) Plantea que la suma de energias se mantiene constante pero que un tipo de energia
se puede transformar en otro.

9.- Refiriéndonos a la potencia podemos decir que:

A) La potencia de un motor es el cociente del trabajo entre tiempo empleado para
realizarlo

B) Es la capacidad de hacer trabajo.

C) Es el trabajo de salida entre el trabajo de entrada y siempre es menor que 1

D) Es una medida de la eficiencia, asi al comparar dos motores con la misma eficiencia
sera mejor el mas potente

10.- La eficiencia:

A) Es una medida del ahorro de energia.

B) Es el cociente de la potencia de entrada entre la potencia de salida.
C) Es un numero dimensional y siempre es menor que la unidad.

D) Es una forma de comparar la potencia de una maquina o motor.

4.13 Ejercicios Propuestos
4.1 Considerando los datos del ejemplo 4.2 encontrar la rigidez del resorte si debe

detener al bloque cuando se deforme A) 15 cmy B) 18 cm.
Sol: A) 100.5 KN/m; B) 70.27 KN/m.

4.2 Encontrar la maxima deformacién del 1
resorte que detiene al bloque que se
desliza por el plano inclinado. d
m=5Kg;d02m; u=0.2; vi =3.5m/s;
0 = 40°; K= 2500 N/m

Resp. X=0.26 m
Lo

4.3 Un cuerpo de 8 Kg se deja caer sobre un resorte que lo detiene al deformarse 15 cm,
calcular la altura desde la que cae el cuerpo. La rigidez del resorte es K = 7000 N/m. La
figura es similar a la del ejemplo 4.2

Sol. H=0.85m
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4.4.- El resorte mostrado se mantiene
deformado 8 cm por la placa y los cables.
Si el bloque de 70 kg tiene una velocidad
de 2.5 m/s cuando pasa por 1y al chocar
con el resorte le ocasiona una
deformacién de 23 cm al instante en que
se detiene, encontrar la rigidez del
resorte.

d =0.8m; 6 = 35°% pk =0.2; ps =0.3;
Suponer que la placa y los cables no
tienen masa.

Resp. K=20905 N/m
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